Series de Fourier de una a varias dimensiones

Respuestas de Microsoft Copilot en resaltado son los prompts.

Si tengo una ecuacion del tipo Y = a * seno(b*X+c) + d * seno(e*X+f) + g * seno(h*X+i) + ..... donde a, b, ¢, d, e, f, g, h, i son
numeros reales, ¢Cualquier curva Y = F(X) con otras funciones, puede ser representada por la de ese tipo en un rango finito de X?

Si, con una precisidén arbitrariamente buena bajo condiciones bastante generales. Lo que estas describiendo es esencialmente una serie
de Fourier:

N
Y(X) = Z Ay, sin(w,X + bp)
n=1

donde cada término tiene amplitud 4,, frecuencia w,y fase ¢,.
Caso clasico: funciones periodicas

Si F(X)es periddica y cumple condiciones bastante suaves (continua, o incluso con algunas discontinuidades finitas), entonces existe una
serie de Fourier que converge a F(o al valor medio en los puntos discontinuos).

En ese sentido, una suma infinita de senos y cosenos puede representar exactamente la funcion.

Caso de un intervalo finito
Si solo te interesa un intervalo finito:
X € [a,b]
entonces el resultado es todavia mas fuerte.
Teorema de aproximacion

Las combinaciones lineales de funciones seno y coseno son densas en el espacio de funciones continuas sobre un intervalo compacto. Esto
significa que:

Para cualquier funcién continua F(X)definida en [a b], Yy para cualquier error ¢ > 0, existe una suma finita de senos y cosenos cuya
diferencia con F(X)es menor que sen todo el intervalo.

Es decir:
|FX)-SX) I< ¢
para todo X € [a, b].

Por lo tanto, cualquier curva continua puede aproximarse tan bien como se desee mediante una suma suficientemente
grande de senos.

éSolo senos? éSin cosenos?
Tu expresion solo usa senos:
asin(bX + c)
Pero usando la identidad
Asin(wX + ¢) = Acos(¢)sin(wX) + Asin(¢)cos(wX)
cada seno con fase equivale a una combinacién de un seno y un coseno de la misma frecuencia.
Y reciprocamente, cualquier combinacién de seno y coseno puede escribirse como un Unico seno con fase.

Por lo tanto, permitir fases arbitrarias hace que tu expresion tenga esencialmente la misma capacidad que las series de Fourier
habituales.

éPuede representarse exactamente cualquier funciéon?
Depende de qué signifique "representar".

Con un numero finito de términos

No.

Por ejemplo,

F(X) =e*

F(X) = X2

en general no pueden escribirse exactamente como una suma finita de senos.



Solo pueden aproximarse.
Con infinitos términos
Muchas funciones si pueden representarse exactamente mediante una serie convergente.
Por ejemplo:
e polinomios,
e exponenciales,
e funciones continuas arbitrarias en un intervalo,
e funciones con ciertas discontinuidades,

tienen desarrollos de Fourier apropiados.

Mas alla de Fourier

Tu expresion es incluso mas general que una serie de Fourier clasica porque permites que las frecuencias
b,eh,..

sean numeros reales arbitrarios, no necesariamente multiplos enteros de una frecuencia fundamental.

Eso da aun mas flexibilidad para aproximar funciones.

De hecho, existe una conexién con el anadlisis armdnico y con los resultados que fundamentan las redes neuronales: sumas de funciones
simples (como senos) pueden aproximar una enorme clase de funciones.

Respuesta corta
Si. Si F(X)es continua en un intervalo finito, entonces para cualquier precisién deseada existe una suma finita de términos del tipo
Aksin(ka + ¢k)

que aproxima F(X)tan bien como quieras en todo el intervalo. Sin embargo, en general no podra representarse exactamente con un
namero finito de términos, salvo para funciones que ya tengan esa estructura particular. Con una serie infinita, la clase de funciones
representables es muchisimo mas amplia.



Para una serie de datos del tipo Z = F(X,Y). Donde F puede ser cualquier conjunto de ecuaciones y tanto X como Y estan en un rango
definido finito ¢es posible acercarse a ese comportamiento con una ecuacion del tipo Z = a*seno(bX+c) + d*seno(eY+f) + g*seno(hX+i)
+ j*seno(kY+I1) + ... ?

Si, pero con una condicion importante: la forma que propones
7= Z(Ansin(anX + ¢,) + Bpsin(B,Y + ¢y,))
n

es mucho mas limitada que una funcién general Z = F(X,Y).
Qué puede representar esa expresion
Observa que puede reescribirse como
Z=GX)+H()

donde:

G(X) = Z A, sin(a,X + ¢,)

H(Y) = ) Bysin(Ba¥ + )

Es decir, la dependencia respecto a Xy Yes separable y aditiva.
Por ejemplo, puede aproximar muy bien funciones como:

Z=X* +In(Y +1)

Z = e* + cos(Y)

porgue son de la forma "algo de X+ algo de Y".

Qué NO puede representar

Una funcion general de dos variables suele tener interaccion entre Xe Y.

Por ejemplo:
Z=XY
o}
Z = sin(XY)
o}
7 = eXtY?
Estas funciones no pueden escribirse como
G(X) + H(Y)
porque el efecto de Xdepende del valor de Yy viceversa.
Un test sencillo es mirar la derivada cruzada:
0%Z
dX ay

Para cualquier funcién de la forma G(X) + H(Y), esta derivada es siempre cero.
Para XY:

*(XY)
X oy

luego es imposible representarla asi, ni siquiera aproximadamente con precisidén arbitraria.

Como hacerlo para una funcion general
Si permites términos que mezclen Xe Y, entonces si.

Por ejemplo:

Z = Z Con Sin(a, X + b, Y + )

mn

0 equivalentemente

7= Z Cyum SIN(amX + dp)sin(by Y + y,)
mmn

Esto ya se parece a una serie de Fourier bidimensional.



En un dominio finito (X,Y) € D, cualquier funcién continua F(X,Y)puede aproximarse arbitrariamente bien mediante una expansién de este
tipo, usando suficientes términos.

Ejemplo intuitivo

Imagina una superficie:

sobre el cuadrado [-1,1] x [-1,1].
e Tu modelo genera superficies que son sumas de "ondas en direccion X" y "ondas en direccion Y".
e La superficie XYtiene una inclinacién en Xque cambia segln Y, y viceversa.
Por eso necesitas términos que mezclen ambas variables, como:
sin(mX)sin(nY)

para reproducir esa interaccion.

Resultado final
¢ No, una suma de senos que dependan separadamente de Xo de Y
YApsin(anX + ¢pn) + XBpsin(BnY + )
no puede aproximar cualquier funcion F(X,Y).
e Si, si permites términos que combinen simultdneamente Xe Y, por ejemplo

Y Cmnsin(amX + b,Y + n)

Y Consin(a,, X)sin(b,Y),

entonces, en un dominio finito y para funciones continuas, puedes aproximar arbitrariamente bien una funcién Z = F(X,Y). Esto es
esencialmente la idea de las series de Fourier en dos dimensiones.



¢Las series de Fourier pueden escalar a tres o mas variables independientes para representar datos de 3 o mas dimensiones?

Si. De hecho, las series de Fourier se generalizan de manera natural a cualquier nimero de variables.

Dos variables

Para una funcidn

Z=F(X,Y)

definida en una regidn finita, una serie de Fourier bidimensional tipica es:

F(X, Y) — E Z Cmn ei(mX+nY)
n=-—oo

m=—oo

0, usando senos y cosenos,

F(X,Y) = Z Apn sin(mX)sin(nY) + Bp,sin(mX)cos(nY) + -+
mn

Los términos combinan las variables, permitiendo representar interacciones complejas entre Xe Y.

Tres variables
Para
W=FXY,2),

la expansién simplemente afiade otro indice:

F(X,Y,7) = Z Con SIN(LX)sin(mY)sin(nZ) + ---

Lmn
Cada término representa un "modo" tridimensional.
Esto se usa muchisimo en:
e Mecanica de fluidos.
e Electromagnetismo.
e Procesamiento de imagenes 3D.
e Modelado de campos fisicos.

e Simulacion numeérica.

n variables
Para una funcién
F(xq1,%5, ., Xn)
la forma general es
n
F(Xl, vy xn) = Z Ck1---kn 1_[ Sin( ijj)

Kkq,...kn j=1

(o combinaciones de senos y cosenos).

Matematicamente no hay limite en el nUmero de variables independientes.

El problema practico: la explosion dimensional
Aunque es posible, aparece el fendmeno conocido como maldicion de la dimensionalidad.
Supongamos que para describir correctamente una variable necesitas 100 frecuencias.
e 1 variable: 100coeficientes.
e 2 variables: 1002 = 10 000.
e 3 variables: 1003 = 1000 000.
e 6 variables: 100° = 10'2.
El numero de coeficientes crece exponencialmente con el nimero de dimensiones.

Por eso una serie de Fourier multidimensional puede volverse impracticable para muchos datos.

Relacion con la inteligencia artificial

Curiosamente, los modelos modernos de IA y las redes neuronales surgieron en parte porque las bases de Fourier y otras aproximaciones
clasicas sufren mucho con dimensiones altas.



Mientras que Fourier descompone una funcién en ondas globales,

sin(kX)
las redes neuronales construyen aproximaciones a partir de muchas funciones simples combinadas de forma no lineal.
Ambos enfoques tienen un fundamento matematico parecido:

aproximar una funcion complicada mediante una suma de funciones mas simples.

Interpretacion geométrica
Si tienes datos de:
e 1 variable — una curva.
e 2 variables — una superficie.
e 3 variables — un hipervolumen en 4D.
e nvariables — una hipersuperficie en n + 1dimensiones.

Las series de Fourier pueden aproximar esas estructuras en un dominio finito, siempre que la funcién sea suficientemente regular (y en
muchos casos incluso si tiene discontinuidades).

En resumen: si, las series de Fourier escalan a 3, 4, 10 o cualquier cantidad finita de variables independientes. La limitacion
principal no es matematica sino computacional, porque el nimero de coeficientes necesarios crece muy rapidamente con la

dimensionalidad.



Para hacer una curva de aproximacion a una serie de datos X,Y usando la serie de Fourier Y = F(X). ¢Se recomienda trabajar con los
datos normalizados?

Depende de qué entiendas por "normalizar", pero en general si suele ser recomendable, especialmente por razones numeéricas y de
optimizacion.

Caso 1: Fourier clasico

Si vas a ajustar una serie del tipo

Y =ay+ ) [a,cos(nwX) + b,sin(nwX)]

NgE

n=1
lo mas habitual es transformar el dominio Xal intervalo de un periodo conocido.
Por ejemplo, si tus datos estan en:
X e [Xmin:Xmax]
puedes definir
_21(X — Xin)
B Xmax - Xmin
y trabajar con
u € [0,2m].
Esto tiene varias ventajas:
e Las frecuencias tienen una interpretacién clara.
e Los coeficientes suelen estar mejor condicionados numéricamente.

e Se reduce el riesgo de que las funciones seno y coseno oscilen demasiado rapido o demasiado lento.

Caso 2: Ajuste no lineal con frecuencias libres

Si tu modelo es

N
Y = 2 Ak Sin((l)kX + ¢k)
k=1

y las frecuencias w,son parametros a estimar, la normalizacién de Xes todavia mas Uutil.
Supongamos:
X €[0,100000]
Entonces una frecuencia pequefa como
w = 0.0001

produce el mismo efecto que

si previamente escalas Xa [0 1].

Trabajar con parametros del orden de la unidad suele facilitar la convergencia de los algoritmos de ajuste.

éNormalizar también Y?

No es obligatorio, pero puede ser conveniente.

Por ejemplo:
Vnorm = —
Oy
o}
Faorm = 4
max — Imin
Ventajas:

e Evita coeficientes muy grandes.
e Mejora la estabilidad numérica.
e Facilita comparar distintos modelos.

Después de obtener el ajuste, se vuelve a la escala original.

Cuando NO aporta mucho

Si:



X €0,10]

Y € [-5,5]

ya estan en escalas razonables y vas a usar una serie de Fourier clasica, la ganancia por normalizar suele ser pequena.

Mi recomendacion practica
Para ajuste de datos experimentales:
1. Escala Xa [0’ 2x]o [0-1].
2. Centra Yrestando su media.
3. Ajusta la serie de Fourier.
4. Convierte los resultados a las unidades originales.

Es una practica muy comun porque mejora la estabilidad del calculo sin perder informaciéon. Ademas, si luego comparas modelos con
distinto numero de arménicos, los coeficientes adquieren una interpretacién mas consistente.



La regresién simbdlica que es probar diversas ecuaciones Y = F(X) y usando procesos como "seleccion natural" deja de tener sentido si
uso series de Fourier de una sola variable independiente, porque esas series de Fourier son mas precisas y solo es modificar coeficientes,
mientras que la regresidon simbdlica se construye y evallan ecuaciones distintas. ¢Cierto?

No exactamente. La conclusion correcta seria:

Si tu Gnico objetivo es obtener la mejor aproximacion posible de una funciéon univariante en un intervalo finito, una serie de
Fourier suele hacer innecesaria la regresion simbdlica.

Pero si tu objetivo es descubrir la ecuacién subyacente o comprender el fendmeno, la regresién simbdlica sigue teniendo mucho sentido.
La diferencia fundamental esta en el objetivo.
Fourier busca aproximar
Supongamos que los datos provienen de
Y = X?

Una serie de Fourier con suficientes términos puede aproximar X?tan bien como quieras en un intervalo finito.
Sin embargo, el resultado serd algo como:

Y = ag + a;sin(X) + bycos(X) + a,sin(2X) + -+
que puede tener decenas o cientos de coeficientes.
La aproximacién sera excelente, pero no te revela que la ley fisica subyacente era simplemente:

Y = X2

Regresion simbolica busca descubrir

La regresién simbdlica intenta encontrar una expresién compacta como:

Y = X2
(0]
Y — e—0.3X
(0]
v X
1+ X

Aunque la precision pueda ser algo menor inicialmente, la ecuacidn suele ser mucho mas interpretable.
Por eso la regresién simbdlica es muy utilizada en:

e descubrimiento de leyes fisicas,

e Quimica,

e biologia,

e sistemas dinamicos,

e ingenieria inversa.

Un ejemplo extremo
Imagina que los datos provienen de:

Y = sin(3X)
Fourier
Obtendra algo parecido a:

0.9999997sin(3X) + 0.0000002sin(5X) + -

Muy preciso.
Regresion simbdlica
Idealmente encontrara:

Y = sin(3X)
con un solo término.

La precision es similar, pero la simplicidad es muy superior.

Otro ejemplo
Supongamos:

Y = e Xcos(2X)



Una serie de Fourier puede aproximarla en el intervalo [0-10], pero requerird muchos arménicos.
La regresién simbdlica podria encontrar algo cercano a:
Y = e79998X¢05(2.003X)

gue ademas revela inmediatamente la estructura del fenédmeno.

Doénde Fourier gana claramente
Si:
e no te importa la interpretacion,
e sblo quieres interpolar o aproximar,
o trabajas con una sola variable,
o tienes suficientes datos,
entonces Fourier suele ser muy dificil de superar.

De hecho, para muchas sefiales periddicas es la herramienta natural.

Doénde la regresion simbdlica sigue ganando
Si quieres:

e descubrir relaciones matematicas,

e obtener modelos compactos,

o extrapolar fuera del rango de los datos,

o identificar parametros fisicos,
la regresién simbdlica puede ser mucho mejor.

Una serie de Fourier suele interpolar muy bien, pero extrapola mal porque no conoce la fisica del problema.

De hecho, Fourier puede verse como un caso particular

Desde una perspectiva de aprendizaje automatico, una serie de Fourier es una regresion lineal sobre una base fija:
Y= Z Cr P (X)
k

donde las funciones base son
¢ (X) = sin(kX), cos(kX).
La regresién simbdlica, en cambio, busca simultaneamente:
e qué funciones usar,
e cdémo combinarlas,
e Yy cuadles son sus coeficientes.

Es un espacio de blusqueda muchisimo mas grande.

En resumen

No diria que la regresidon simbdlica "pierde sentido". Lo que ocurre es que resuelve un problema distinto.
o Series de Fourier: "¢Cudl es la mejor aproximacion de esta curva?"
+ Regresion simbolica: "éCual es la ecuacion subyacente mas simple y explicativa?"

Si sdlo buscas precisiéon dentro de un intervalo finito para una variable X, Fourier suele ser una opcion excelente y con frecuencia mas
eficiente. Si buscas conocimiento, interpretacién o extrapolacion, la regresién simbdlica sigue teniendo una ventaja importante.
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